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摘    要 

细小颗粒在密度低于自身的液体中会自然下沉。倾斜盛放悬浊液的容器，

颗粒沉降速率会发生明显改变，此现象被称为 boycott效应，此效应与颗粒和液

体的性质有关。通过研究此现象，作者提出一种利用流体动力学加速悬浊液杂

质自然沉降的理论构想，可不借助机械装置将悬浊液污染物沉降分离，或用于

改造河道剖面，加速河沙沉降分离等，具有结构简单、节能环保的特点。 

本文运用连续介质力学模型分析了容器内流体与颗粒的对流情况，利用

PNK 理论分析悬浊液的分层沉降速度，并得出沉降增强效应的适用范围。通过

分析细小颗粒在沉降过程中的动态行为机制，作者认为容器倾斜时悬浊液内部

产生的“增强层”是颗粒沉降速度加快的主要原因，在其影响下颗粒的沉降速度

比容器竖直时显著加快，在容器高径比不同的情况下分别存在一个最大加强系

数。 

本文将颗粒与液体混合均一来定量研究上述过程。实验结果及理论分析表

明在多种因素限制的情况下，颗粒在液体中沉降的速度会呈现不同的具有一定

规律性的变化，这与液体混合物在沉降时的混合程度、液体黏滞系数、颗粒的

粒径、沉降条件（环境限制因素：容器的倾斜角度、长宽比、内部结构……）

有关。 

同时，本文定性分析了容器内颗粒沉降过程中的流体分层、能量转换等情

况，这些都对容器内颗粒沉降的动态行为机制有重要影响。最后通过实验对理

论预测进行了验证。 

关键词：Boycott 效应；边界增强；沉降分离；PNK 理论；污水净化 
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变量说明：本文中字母的物理含义 

  

𝑣 颗粒群倾斜沉降速率 

𝑣0 颗粒群竖直沉降速率 

𝑢0 单个粒子竖直沉降速率 

𝐻 液面高度 

𝐻0 初始液面高度 

𝑑 容器直径 

𝜃 容器倾斜角度（竖直方向夹角） 

𝜇 液体黏滞系数 

𝑟 颗粒半径 

𝐶0 颗粒初始体积浓度 

𝜌1 液体密度 

𝜌2 颗粒密度 

𝛽 沉降加强系数 

𝑘 容器高径比 

𝛾 颗粒形状修正系数，约为 0.7 

𝑛 与雷诺数有关的常数，约为 4.65 

𝑅𝑒 雷诺数 
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1. 引言 

1.1 选题背景及研究现状 

在自然界中有一个十分有趣的现象——简单地倾斜装有液体和颗粒混合物

的容器，颗粒在容器中的沉降速率便会显著加快，由于颗粒与液体的对流情况

不同导致了这种现象。此现象也吸引了许多学者的兴趣，为此他们也做了大量

研究。 

1920年Boycott观察了有血液的试管中细胞沉降，发现倾斜试管里出现无细

胞液体的百分比大于竖直试管[1]。1928 年 Lundgren 指出沉降颗粒所置换的液体

能够通过斜面向下流动，绕过由下落颗粒形成渗流，从而促使颗粒沉降速率加

快[2]。1949年Kinosita在倾斜试管和倾斜边界下观察沉降过程中的对流，他观察

到一些粒子以其沉降速度的 100 倍移动[3]。1976 年 W. D. Hill 等人已研究了在特

定形状容器（锥形的容器）内颗粒沉降可能比同高度的竖直试管内快上几倍，

这种增强是由自然对流造成的[5]。2005 年 Z. J. Xu 与 E. E. Michaelides 等人对颗

粒沉降的过程进行了晶格玻尔兹曼模拟[8]。2018年，S. Palma等人就利用此效应

来预测在什么情况下管道会被堵塞，发现初始颗粒的体积浓度是一个十分重要

的因素[7]。2019 年，V. Braranets 与 N. Kizilova 提出在较小角度倾斜试管时存在

一个最佳角度使颗粒沉降得最快，若倾斜角度超过此最佳角度时，颗粒沉降速

率反而会被减弱[9]，其中也提到沉降的最佳角度还是一个待解决的问题。 

  

图 1[5] 文献中各流层分布     图 2[5] 对于流体进行分区分析     图 3[8] 对颗粒进行数值模拟 

前人从多个角度对 Boycott 效应做了大量研究，但仍有不够完善的地方。主

要体现在模型大多较为宏观，无法描述悬浊液内部颗粒的运动状态与浓度分布。
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本文将在前人的基础上尝试对此问题做进一步研究，并提出若干实际应用的设

想。 

1.2 本文主要研究内容与创新点 

1. 对颗粒进行受力分析，从动力学角度分析其沉降过程，借助 PNK 理论模型

推得平均沉降速度𝑣与竖直沉降速度𝑣0比例关系函数，得到沉降速率与多个

变量之间的关系，计算出使颗粒沉降速率最快的倾斜角度最优解的值。 

2. 细化 PNK 理论中较为宏观且与实际情况有较大出入的模型，画出与实际情

况一致的液体流动情况示意图，推导出计算颗粒沉降速率具体值的公式，

以及产生加强效应的条件——颗粒浓度范围，进一步明确沉降增强效应的

适用条件。 

3. 分析此加快颗粒沉降的效应在工业污水沉降以及河沙治理中的应用前景。

设计出切实可投入使用的污水净化模型。 

2.理论分析 

2.1 构建模型  

采用构建流体力学模型系统的方法描述颗粒在容器中沉降的状况，运用斯

托克斯定律，推算在一定角度，均一液体中颗粒的沉降速率。 

 

图 4  沉降系统模型[2] 
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根据沉降过程照片简化为上图所示物理模型，字母含义见上文变量说明。

我们将此试管中分为三个部分，蓝色箭头的部分为颗粒沉降后形成的低密度澄

清液，中部为颗粒与液体混合的悬浊液，底部为沉淀区。A-B-C为沉降增强区，

在此区域产生沉降增强效应。 

2.2.流体力学分析 

 

图 5  竖直沉降与倾斜沉降流体流动情况对比图 

对于竖直流体来说，如上图 5 的流动状态，上图 5 中蓝色箭头处为颗粒沉

降后所成的无明显颗粒的低密度澄清液，在颗粒较多的部分为高密度的悬浊液。

由于颗粒与液体的相对运动，低密度的澄清液从悬浊液中分离出，向上运动。

形成上涌流。高密度的悬浊液在重力的作用下向下运动，向上运动的上涌流与

颗粒的沉降相互阻碍，从而使颗粒向下运动的速度减慢。 

对于倾斜流体来说，颗粒由于竖直的重力而偏向容器所倾斜的那一侧沉降，

在另一侧则产生低密度的澄清液体区，低密度澄清液由于压强差向上汇集，高

低密度流的分流减缓了颗粒沉降的阻力。 

根据文献[4]可知颗粒损失的势能转化为对流动能。通过对流和沉降颗粒周

围流动的粘性耗散转化为内能，故粒子旋转和扩张力的影响在平衡中忽略不计。 

 

 

低密度

澄清液 

低密度

澄清液 

高密度

悬浊液 

高密度

悬浊液 
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2.3 颗粒受力分析 

对在液体中的颗粒进行受力分析，建立简化的流体力学系统模型。 

将小颗粒理想化为形状规则的球形，在这个沉降的过程中，我们对颗粒群

进行受力分析，由于颗粒群数目庞大，但由于颗粒之间充斥着液体使其碰撞与

颗粒间的摩擦减少，并且此运动现象存在随机性，对于较低浓度颗粒群来说颗

粒间相互作用的影响较小，故将颗粒间的碰撞和摩擦暂时不计。 

容器中的悬浮颗粒下沉时，会在上方斜壁产生小型澄清液体区域。此区域

的上升流会由于斜壁限制向开口处的液体区域流动，颗粒会及时填满斜壁清液

区域。此开口处的颗粒因此下沉。如下图点阵较密集的区域是液体与颗粒混合

的悬浊液，点阵较稀疏的区域是低密度澄清液，试管中蓝色头代表的是第一部

分颗粒向下运动，形成澄清液。 

 

图 6  沉降的两个分过程 过程(a):颗粒自由沉降,过程(b)：颗粒填补清液区 

由于液体的流动是连续的，不便于分析。因此，我们将颗粒下降分为两个

过程。第一个过程为颗粒竖直沉降过程，如图 6 过程(a)。沉降的颗粒受重力

𝐺 = 𝜌2
4

3
𝜋𝑟3𝑔，浮力𝐹 = −𝜌1

4

3
𝜋𝑟3𝑔  ，黏滞阻力 𝑓 = −6𝜋𝜇𝑟𝑢 作用，其动力学

方程为： 

𝜌2
4

3
𝜋𝑟3𝑔 − 𝜌1

4

3
𝜋𝑟3𝑔 − 6𝜋𝜇𝑟𝑢 = 𝜌2

4

3
𝜋𝑟3𝑎                      （1） 

(a) (b) 
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𝑎 =
𝜌2−𝜌1

𝜌2
𝑔 −

9

2

𝜇

𝜌2𝑟2
𝑢                                      （2） 

当𝑎 = 0颗粒的速度达到最大，即收尾速度，用𝑢0表示： 

4

3
𝜋𝑟3(𝜌2 − 𝜌1)𝑔 − 6𝜋𝜇𝑟𝑢0=0                                 （3） 

解得单个颗粒收尾速度： 

 𝑢0 =
2(𝜌2−𝜌1)𝑔𝑟

2

9𝜇
                                             （4） 

由(2)式可得： 

  𝑢𝑡 = 
2(𝜌2−𝜌1)𝑔𝑟

2

9𝜇
(1 − 𝑒

−
9𝜇

2𝜌2𝑟
2𝑡) = 𝑢0(1 − 𝑒

−
9𝜇

2𝜌2𝑟
2𝑡)         （5） 

当𝑡 = 1.04 × 10−3s 时， 𝑒
−

9𝜇

2𝜌2𝑟
2𝑡 =0.01，ut→u0，即加速时间极短，可忽略

不计。（证明过程见 a.1） 

颗粒群自由沉降速率: 

𝑣0 = 𝑢0(1 − 𝐶0)
𝑛 [6]                                        （6） 

𝑣0 =
2(𝜌2−𝜌1)𝑔𝑟

2

9𝜇
(1 − 𝐶0)

𝑛                                          （7） 

第二个过程为颗粒填补竖直沉降后颗粒的空缺，如过程（b）所示。整个

颗粒体系由于液体流动等原因，将始终保证颗粒体系斜壁面处没有空缺，于是

颗粒体系通过填补斜壁面空缺，最终沉降只体现水平上表面。由此我们将可以

算出其下降的真实速率。 

根据 PNK 理论。设此竖直沉降的速度为𝑣0； 

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝑣 = −𝑣0(1 +

𝐻

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃）                                        （8） 

得到液面高度随时间的变化函数: 

𝐻 = (𝐻0 +
𝑑

𝑠𝑖𝑛𝜃
) ∙ 𝑒−

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑
∙𝑡 −

𝑑

𝑠𝑖𝑛𝜃
                                  （9） 

当 H=0 时完成沉降，耗时： 

仅
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𝑡 =
𝑑

𝑣0sin𝜃
ln⁡(

𝐻0sin𝜃

𝑑
+ 1)⁡                                         （10） 

平均沉降的速度为： 

𝑣 =
𝐻0
𝑑
sin𝜃

𝑙𝑛(
𝐻0𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑
+1)

 𝑣0                                           （11） 

竖直放置容器在相同条件沉降完成的时间： 

𝐻 = 𝑣0𝑡′                                                          （12） 

且：𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐻0，定义
𝑡

𝑡′
= 𝛽为沉降加强系数，即：  

𝛽 =
ln⁡(𝑘sin𝜃+1)

𝑘sin𝜃cos𝜃
                                            （13） 

式中𝑘 =
𝐻0

𝑑
。 

沉降加强系数β越小，混合物澄清时间越短，加速沉降的效果越好，则在

相同条件下颗粒下沉越快。 

同时，前文的分析将颗粒理想化为球形，实际的碳酸钙颗粒并非球形，有

一定的尖角，因此要考虑颗粒形状修正系数，此处确定修正系数为 0.7[13]
 ，则

有  𝑣̅ = 𝛾𝑣.⁡ 

综上，可得颗粒群倾斜沉降真实平均速率为: 

𝑣̅ = 𝛾 ∙
𝐻0sin𝜃

𝑑𝑙𝑛(
𝐻0sin𝜃

𝑑
+1)

∙
2(𝜌2−𝜌1)

9𝜇
∙ 𝑔𝑟2 ∙ (1 − 𝐶0)

𝑛                 （14）    

颗粒群在高 H0的倾斜容器中沉降时间满足以下关系式: 

𝑡 =
𝑑∙𝑙𝑛(

𝐻0sin𝜃

𝑑
+1)∙9𝜇

𝛾∙sin𝜃∙2(𝜌2−𝜌1)∙𝑔𝑟2∙(1−𝐶0)𝑛
                               （15） 
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2.4 理论结论 

由（13）式可得倾斜沉降与竖直沉降时间之比即沉降增强等系数（β）和

容器倾斜角度θ的关系为：  

 

图 7 倾斜沉降与竖直沉降时间之比(β)随随倾角(θ)变化的规律               

由软件计算得出理论值在倾角为 35.97°时，沉降加强系数𝛽最小，在同

样条件下，倾斜沉降时间是最短的，加速沉降效果最好。 

由（15）式可得沉降时间 t 相关物理量之间得关系： 

         

图 8 沉降时间随颗粒初始体积浓度的变化                图 9   沉降时间随颗粒半径的变化 
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12 

 

图 10    沉降时间随液体黏滞系数的变化 

由以上分析可以得到： 

1.颗粒群在沉降时的沉降增强等系数与倾斜角度存在一个最优解。 

2.颗粒群在沉降时的平均时间与初始体积浓度成正相关关系、颗粒半径的

平方成反比、液体黏滞系数成正比关系。 
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3.实验探究 

3.1 实验装置与步骤 

                        

图 11 实验装置实物图           图 12 处理后的视频截图             图 13 处理后的视频截图 

（颗粒沉降时）                        （颗粒沉降完成时） 

我们采用转轮制造颗粒与液体混合均一的悬浊液，将液体倒入试管中，将

试管固定于转轮上，用 Tracker 软件内置量角器测量倾角。在 Photoshop 中对视

频使用彩色负片的曲线，使颗粒与液体分界更加明显，便于观察沉降。 

实验器材：不同管径的圆底试管，不同直径的碳酸钙颗粒，8 目、16 目、

26 目、40 目、70 目等分样筛，注射器，计时器，转轮，铜丝若干，橡皮套 ，

量筒。 

不同高径比的试管作为盛放溶液的容器，用锤子将碳酸钙颗粒砸碎，再用

一定目数的分样筛分筛，将颗粒的半径控制在一个比较小的范围内，（如能通

过 10 目分样筛和不能通过 20 目分样筛的颗粒归为一个组分，其半径范围为

8.4× 10−4m 到 2× 10−3m 之间）。用碳酸钙颗粒模拟在污水中的泥沙等不可溶

杂质，用水与丙三醇的混合溶液充当承载颗粒的液体，用量筒取一定体积的颗

粒与液体，将其上两个组分混合得到悬浊液。为使颗粒与液体充分混合均匀，

并且最大程度上保证了每次实验颗粒与液体的混合程度相同，故将其固定在转

轮上，来回转动 10 周。对整个过程进行视频录制，将录的视频导入 Photoshop

中调节成彩色负片，可更加明显的观察到颗粒与液体的情况，用计时器进行时

间记录。 

实验步骤如下： 

1. 将一定半径的碳酸钙颗粒注入试管中。 

2. 借助量筒配置丙三醇与水（丙三醇与水体积比为 2：8）与颗粒混合，

沉降完成 沉降中 
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形成悬浊液。 

3. 将试管固定在转轮上，将转轮来回旋转 10 周，使颗粒与液体混合均

匀。 

4. 录制视频，用 photoshop 处理调节为彩色负片，用使用计时器计录沉降

时间。 

5. 记录数据，每组实验做 5 次及以上，取实验数据的平均值进行分析。 

实验前分析：由理论推导的公式𝑡 =
𝑑∙𝑙𝑛(

𝐻0sin𝜃

𝑑
+1)∙9𝜇

𝛾∙sin𝜃∙2(𝜌2−𝜌1)∙𝑔𝑟
2∙(1−𝐶0)

𝑛和𝛽 =
ln⁡(𝑘sin𝜃+1)

𝑘sin𝜃cos𝜃
，得

沉降时间与液体黏滞系数、颗粒半径、颗粒初始浓度成单调关系，运用控制变

量法研究。对于沉降增强系数对于角度存在一个最优解，与容器高径比成反相

关关系，在实验中验证理论，得到的沉降加强系数最优解的实验值，以及其误

差的范围，以便更好的运用到工业化沉降中。 

3.2 颗粒沉降时间与液体黏滞系数的关系 

为验证理论中得出颗粒沉降时间与液体黏滞系数成正比的关系。 

固定变量：试管口径 25.0mm，粒子浓度 14.94％，粒子直径 1.83×10−4m，

室内温度 20℃，倾斜角度 48.2°。变量为液体的黏滞系数，分别为 0.01005pas，

0.0131pas，0.0176pas，0.0344pas，0.0592pas，0.108pas 等。 

 

图 14  颗粒沉降时间与液体黏滞系数的关系 

由此可以看出颗粒沉降时间随液体黏滞系数的增大而增大，成正比关系，

与理论符合较好，在黏滞系数较大时，颗粒沉降时间明显偏离线性关系，所以
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理论分析有一定局限性，仅考虑了颗粒与液体之间的黏滞力而没有考虑液体内

部的黏滞力，在黏滞系数趋近于∞时，颗粒将不再下沉。 

3.3 颗粒沉降时间与颗粒半径的关系 

为验证理论中得出颗粒沉降时间与颗粒半径的平方成反比的关系。  

固定变量：试管口径 25.0mm，粒子浓度 14.94％，黏滞系数：0.0503pas，

室内温度 20℃，倾斜角度 48.2°。变量为颗粒半径：8.22× 10−4 m，4.16×

10−4m，2.86× 10−4m，1.82× 10−4m。 

 

图 15   颗粒沉降时间与颗粒半径的关系 

由此实验验证，可知颗粒时间与颗粒半径的平方成反比，与理论符合较

好。但在半径很小时，理论值与实验值相差较大。即表达式成立的条件应是 r

大于某值时，r 太小，颗粒与液体分子之间的相互作用体现明显，液体呈胶体

状态，颗粒均匀分布，不再沉降。 

3.4 颗粒沉降时间与初始体积浓度的关系 

为验证理论中得出颗粒沉降时间与颗粒的初始体积浓度成正相关关系的关

系。  

   固定变量：试管口径 25.0mm，黏滞系数：0.0503，室内温度 20℃，颗粒

半径 1.82× 10−4 m，倾斜角度 48.2°。变量为颗粒初始体积浓度：1.45％、

2.02％ 、2.54％ 、3.18％ 、5.57％ 、7.96％ 、10.35％ 、12.74％ 、15.13％ 、
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17.52％、19.91％、22.30％。 

 

图 16    颗粒沉降时间与初始体积浓度的关系 

 由此实验验证，可知颗粒沉降时间与颗粒初始体积浓度成正相关关系，与

理论符合较好。 

由于文献[8]中提到沉降的增强是在颗粒初始体积浓度小于10%的情况下产

生的。于是为了更精确的确定产生沉降加强的颗粒体积浓度的范围，作者又做

了在相同条件下不同体积浓度的颗粒在竖直容器中沉降的实验，将在倾斜容器

中颗粒的沉降时间比上在竖直容器中颗粒沉降时间，若比值小于1，则说明有

增强效应；若比值大于 1，则说明不产生沉降增强效应。 

                  

图 18  颗粒倾斜沉降与竖直沉降时间之比（β）与颗粒体积浓度的关系 
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由上图可看出浓度在小于 3.18％与大于 22.30％时，其比值是大于1的，所

以在此体积浓度的状态下，沉降体系无增强效应。故在颗粒体积浓度在 3.18％

~22.30％之间时会有增强效应。颗粒体积浓度在 7％附近增强效果最好。 

由此可以看出产生沉降增强效应条件是建立在一定颗粒体积浓度范围之内

的，此范围约为 3.18％~22.30％。但是此浓度范围大于文献[8]，作者推测是由

于颗粒体积增大对水的相互作用力就增大，加剧容器内水的环流，从而加速颗

粒沉降，产生沉降效应。 

3.5 沉降增强系数与容器倾斜角度的关系 

为验证理论中存在一个最佳倾斜角度使沉降速率最快，并且找出在此实验

条件下的最佳角度。 

固定变量：试管口径 25.0mm，粒子浓度 14.94％，黏滞系数：0.0503，室

内温度 20℃，颗粒半径 1.82× 10−4m。变量为倾斜角度：5.0°9.8°15.8°，

20.6°，27.6°，30.9°，34.9°，39.9°，45.0°，48.2°，56.1°，60.2°，65.4°

72.4°，75.1°。   

 

图 29   粒倾斜沉降与竖直沉降时间之比（β）与容器倾斜角度的关系 

在实验中存在一个最佳倾角使颗粒沉降的速率最快，在以上实验条件下 
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(试管规格：25.0mm*200.0mm)，实验所得的最佳倾角约为 34.20°，理论值是

35.970，相对误差为 4.92%，与理论值符合较好。在倾角为 90°时沉降时间趋近

于无穷大。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

仅
用
于

20
22
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
公
示

20
22

 S.-T
. Y

au
 H

igh
 Sch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

s



19 

4.应用推广与总结展望 

4.1 构建模型-应用推广 

现在大多数污水处理的初级沉降池为长方体的构型，加入絮凝剂使细小颗

粒在池中进行自由沉降，但是此机制的沉降效率较低。 

故根据本文研究结果，构建以下污水净化沉降池模型： 

 

图 20   污水净化模型 

在 A 处源源不断地通入需要净化的污水，在此系统中将沉降重复几次，左

边得到的水会越来越清澈。颗粒、泥沙等杂质会沉积在底部，形成“堆积区”。

在 B 口可以及时去除污泥从而达到净化的效果，并且由于倾斜的容器壁可以使

高低密度层分流，大大减少杂质沉积的时间，提高效率，节约成本。为节约成

本，也可在现有沉降池增加倾斜隔离栅板，加速沉降。 

4.2 总结  

1. 在倾斜容器的情况下，颗粒沉降时间与液体的黏滞系数成正比。与理论

符合较好。 

2. 在倾斜容器的情况下，颗粒沉降时间与颗粒半径的平方成反比。与理论

符合较好。 
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3. 在倾斜容器的情况下，颗粒沉降时间与颗粒沉降的初始浓度成正相关关

系。由于文献中给出产生增强效应的颗粒浓度范围并不完整，经过实验作者确

定了产生沉降增强效应的体积浓度区间约为 3.18％~21.30％。完善了前人的研

究。 

4. 颗粒的沉降速度在以往的文献并没有明确的公式计算倾角的具体值。在

理论推导中我们得到颗粒的沉降的加强随角度的变化并不是单调的，在其中存

在一个最佳角度。在此实验条件下，该角度为：35.97°。 

5. 提出一种利用流体力学加速悬浊液杂质自然沉降的理论构想，可不借助

机械装置将悬浊液污染物沉降分离，或用于改造河道剖面，加速河沙沉降分离

等，自己设计可投入实际应用的工厂污水净化模型，加快效率，节能环保。  

4.3  展望 

1. 希望能够深入的定量研究颗粒与颗粒之间的相互作用，能量转化，动量

交换的情况，合理解释每一个现象出现的原因，什么因素对其影响最大。 

2. 希望能够在后续的实验中，得出在颗粒半径为多少时，液体呈胶体状态，

不会产生沉降增强效应，即明确能加速沉降的颗粒半径范围。 

3. 制作实体的净化污水模型，定量的测算其净化效率的提高量，与理论模

型做对比，再做进一步优化，使其可以真正广泛应用在污水净化领域中。 
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5.附录 

a.1．颗粒在液体中加速过程可忽略的证明过程。 

在达到最大速度 u0之前的运动过程中： 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝜌2−𝜌1

𝜌2
𝑔 −

9

2

𝜇

𝜌2𝑟2
𝑢                 （1） 

整理并积分: 

∫(
𝜌2−𝜌1

𝜌2
𝑔 −

9

2

𝜇

𝜌2𝑟2
𝑢）𝑑𝑢 = ∫𝑑𝑡              （2） 

解得: 

ln⁡(
𝜌2−𝜌1

𝜌2
𝑔 −

9

2

𝜇

𝜌2𝑟2
𝑢)=−

9𝜇

2𝜌2𝑟2
𝑡 + 𝑐            （3） 

代入初始条件：𝑡 = 0时， 𝑢 = 0 （即假设从静止开始沉降 ）: 

即： 

𝑐 = 𝑙𝑛 
𝜌2−𝜌1

𝜌2
𝑔                   （4） 

整理得： 

𝑢𝑡 = 
2(𝜌2−𝜌1)𝑔𝑟

2

9𝜇
(1 − 𝑒

−
9𝜇

2𝜌
2𝑟2

𝑡
) = 𝑢0(1 − 𝑒

−
9𝜇

2𝜌
2𝑟2

𝑡
)                        （5）  

对⑨式加以讨论：当𝑢𝑡 = 𝑢0时，需经过的时间。 

即：当𝑒
−

9𝜇

2𝜌
2𝑟2

𝑡
=0时 

当 t=1.01×10-3s 时， 𝑒
−

9𝜇

2𝜌2𝑟
2𝑡 =0.01,⁡𝑢𝑡 → 𝑢0。即加速时间极短，可忽略不

计。 

a.2.液面高度关于时间变化函数推导过程 

根据 PNK 理论。设：此竖直沉降的速度为𝑣0；S（t）为澄清液的下降的面

积速率（沉降效应）。 
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      𝑣 =
𝑑𝐻

𝑑𝑡
= −𝑣0(1 +

𝐻

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃）                          （6） 

变形并积分，得： 

∫
1

𝑣0（1+
𝐻

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃）

𝑑𝐻 = ∫−𝑑𝑡                            （7） 

解得：在𝜃 ≠ 0时， 

𝑑

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑙𝑛𝑣0 (1 +

𝐻

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃) = −t + C                      （8） 

当𝑡 = 0时，𝐻为初始高度，设为𝐻0： 

𝐶 =
𝑑

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃
ln⁡[𝑣0 (1 +

𝐻0

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃)]                         （9） 

确定常数 C，(8)式可写为： 

ln⁡[𝑣0 (1 +
𝐻

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃)] = −

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑
𝑡 + ln⁡[𝑣0 (1 +

𝐻0

𝑑
𝑠𝑖𝑛𝜃)]      （10） 

𝐻 = (𝐻0 +
𝑑

𝑠𝑖𝑛𝜃
) ∙ 𝑒−

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑
∙𝑡 −

𝑑

𝑠𝑖𝑛𝜃
                      （11） 

(𝐻0 +
𝑑

𝑠𝑖𝑛𝜃
)𝑒

−𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡

𝑑 =
𝑑

𝑠𝑖𝑛𝜃
                                  （12） 

𝑡 =
𝑑

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝜃
ln⁡(

𝐻0𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑
+ 1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡（13）                       
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